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TUTKIELMASSA KÄYTETYT MERKINNÄT
D = {(x, y)|x2 + y2 < 1} Origo-keskinen avoin yksikkökiekko
S = {(x, y)|x2 + y2 = 1} Yksikkökiekon reuna
d(A,B) Pisteiden A ja B välinen hyperbolinen etäisyys
Luku 1
Johdanto
Luonto ei ole taiteilija, mutta ihmiset usein ihailevat luonnon muovaamia asioita ja pi-
tävät niitä taideteoksina. Luonto luo usein esimerkiksi symmetriaa. Pidämme symmetri-
siä objekteja luontaisesti miellyttävinä katsella. Esimerkiksi linnun tekemä pesä voi olla
hyvinkin symmetrinen, mutta itse linnulle symmetrian luominen on vain tiedostamaton-
ta toimintaa. Missään tapauksessa lintu ei ole luonut pesäänsä symmetrista rakennetta
esteettisistä syistä. Lintu ei ole lainkaan tietoinen, toisin kuin me ihmiset, taiteen ja ma-
tematiikan kaltaisista käsitejärjestelemistä tai niiden välisistä yhteyksistä. Matematiikka
ja taide on ihmiselle luontainen ja tietoinen tapa kommunikoida toistensa kanssa. Taide
on syntynyt ihmisten tarpeesta toteuttaa ja ilmaista itseään tämän kautta. Matematiikka
on universaali kieli, jonka avulla yritämme ymmärtää ja kuvata ympäröivää maailmaam-
me. Yritämme muodostaa kokonaiskuvaa siitä mitä aistein havaitsemme. Meillä on tarve
ymmärtää miksi lintu tekee pesästään symmetrisen. Tarvitsemme tällaisen ilmiön ku-
vaamiseen useita tieteenaloja ja lukuisia tieteellisiä rajanylityksiä. Vain matemaattinen,
tai toisaalta vain taiteellinen näkökulma, antaisi ilmiöstä riittämättömän kuvan. Tämä
tutkielma on saanut innoituksensa niistä lukuisista yhteyksistä ja rajanylityksistä, joi-
ta matematiikka ja taide ovat historian saatossa tehneet hahmotellessaan tämän maa-
ilman rakennetta. Matematiikka ja taide ovat erinomainen pari maailman kuvaamiseen
ja ymmärtämiseen. Ne ovat kietoutuneet yhteen lukuisilla tavoilla, joita käsitellään tässä
tutkielmassa. Taide onkin monessa mielessä uuden etsimistä, niin kuin matematiikkakin.
Matematiikan ja taiteen yhteys voi tuntua lukijalle alkuun kovinkin kaukaiselta, mutta se
ei sitä ole. Jos kuljemme historiassa tarpeeksi taaksepäin, on matemaatikon ja taiteilijan
raja hyvin häilyvä.
Taiteen määrittely ei ole helppo tehtävä, eikä toisaalta tämän tutkielman tehtävä-
näkään. Tässä tutkielmassa rajaudutaan keskittymään ensisijaisesti visuaalisiin taiteisiin
visual arts-käsitteen merkityksessä. Keskitymme ennen kaikkea perspektiivi käsitteen ra-
kentamaan yhteyteen matematiikan ja taiteen välillä. Yleisellä tasolla tässä tutkielmassa
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tarkastellaan matematiikan, erityisesti geometrian, yhteyksiä taiteeseen. Lukijan on huo-
mattava, että tässä tutkielmassa ei voida antaa minkäänlaista kokonaiskuvaa taiteen ja
matematiikan yhteyksistä, sillä tällaisen kokonaiskuvan rakentaminen ei mahtuisi pro gra-
du -tasoisen tutkielman sivuille.
Geometrian näkökulmasta tämän tutkielman voisi jakaa kahteen osaan, euklidiseen
ja epäeuklidiseen geometriaan. Perspektiivi käsitteen voidaan ajatella kuuluvan pääosin
euklidisen geometrian alaan. Käytännössä tämä tarkoittaa, että kreikkalaisen matemaati-
kon Eukleides Aleksandrialaisen (noin 300 eaa.) esittämät viisi aksioomaa ovat voimassa.
Näihin aksioomiin tutustumme tarkemmin myöhemmin tässä tutkielmassa. Tutkielman
kolmannessa luvussa tarkastelemme lisäksi esimerkkiä epäeuklidisesta geometriasta ja esi-
tämme erään hyperbolisen geometrian mallin, jota kutsutaan Poincarén kiekkomalliksi.
Eukleideen esittämien aksioomisen kannalta tämä tarkoittaa, että viides aksiooma ei ole
voimassa. Tutustumme samalla M.C. Escherin luomiin Circle limit -teoksiin ja saamme
jälleen yhteyden matematiikan ja taiteen välille.
Taidetta ja taiteen historiaa käsittelevissä osuuksissa päälähteenä on käytetty kirjaa
[8]. Matematiikan historian osuuksissa päälähteenä on käytetty Carl Boyerin kirjoitta-
mia matematiikan historian kirjojen osia [2] ja [3]. Hyperbolisen geometrian osuuteen on
käytetty lähteenä pääosin kirjaa [1]. Geometriaa käsitteleviin osuuksiin päälähteinä ovat
olleet kirjat [11] ja [17]. M.C. Escheriä käsitteleviin osuuksiin päälähteenä on käytetty
kirjaa [13] ja artikkelia [16]. Suurin osa kuvista (kuvat 6-24) on itse tussilla paperille piir-
retty ja skannattuna liitetty tähän tutkielmaan. Muiden kuvien lähteet löytyvät tämän
tutkielman lopusta.
1.1 Historiaa
Antiikin Kreikan matemaatikot olivat hyvin tietoisia kultaisesta leikkauksesta1 esteettises-
ti miellyttävänä suhteena. Kultaista suhdetta käytettiin työkaluna monien monumenttien
ja rakennelmien toteutukseen. Visuaalisella kulttuurilla on ollut aina voimakas side mate-
matiikkaan, vaikka modernin taiteen yksi sivujuonne onkin ollut irtautuminen tosi elämän
havainnoista. Siltikään se ei pääse pakoon tiettyjä rajoituksia, jotka ovat kirjoitettu mate-
matiikan kielellä. Niin kuin Galileo Galilei (1564-1642) kirjoitti: ”The Universe is written
in the language of mathematics, and its characters are triangles, circles, and other geo-
metric figures”. Taiteilijoiden, jotka haluvat rikkoa luonnon asettamia sääntöjä taidetta
tehdessään, täytyy välttämättä olla tietoisia näistä säännöistä ja matematiikasta niiden
takana. Muutenhan näitä sääntöjä ei voisi rikkoa. Voidaankin sanoa, ettei taitelijat pääse
1Kultainen leikkaus on eräänlainen jakosuhde joka saadaan, kun jana jaetaan kahteen osaan niin,
että lyhyemmän osan suhde pidämpään osaan janasta on sama kuin pidemmän osan suhde koko janaan.
Kultaisen leikkauksen arvo on
1
x
=
1
2
(1 +
√
5) = 1, 618...
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milloinkaan matematiikkaa pakoon, vaikka niin haluaisivatkin. He joutuvat aina jollain
tavalla ottamaan kantaa näihin matemaattisiin tosiasioihin, vaikka sitten rikkomalla niitä.
Lopulta he ovat kuitenkin rajoittuneita vain kaksi- tai kolmiuloitteiseen pintaan. Katsot-
taessa abstraktia taideteosta hyvin läheltä, voimme havaita aivan tavallisia geometrisia
muotoja.
Yksi matematiikan ja taiteen ilmiselvä yhteys löytyy itse taiteilijoista. Voimme nostaa
esiin lukuisia taiteilijoita, jotka ovat edistäneet tai soveltaneet matemaattista ajattelua to-
teuttaakseen taiteellista visiotaan. Esimerkkeinä tällaisista taiteilijoista on mm. Leonardo
da Vinci (1452-1519), Albrecht Dürer (1471-1528) ja M.C. Escher (1898-1972).
Myös matematiikasta voidaan puhua estetiikan kielellä. Lukija on saattunut kuulla
puhuttavan matematiikan kauneudesta. Matematiikko Bertrand Russell (1872-1970) on
luonnehtinut matematiikan kauneutta seuraavasti kirjassaan [15]:
“ Oikein nähtynä matematiikka sisältää paitsi totuuden myös äärimmäistä kau-neutta - kylmää ja ankaraa kauneutta, sellaista kuin veistos edustaa, vetoa-matta miltään osin luontomme vajavuuksiin, tukeutumatta musiikin tai tai-
teen suurellisiin hepeneisiin; silti ylevässä puhtaudessaan matematiikka pystyy
tavoittamaan ankaran täydellisyyden, jota vain taiteista suurimmat edusta-
vat. Puhtaan mielihyvän, haltioitumisen, ihmisyyden rajojen ylittymisen tun-
ne, joka on parhaimman erinomaisuuden koetinkivi, kuuluu matematiikkaan
yhtä olennaisesti kuin runouteenkin. ”Ei ole siis ihme, että monet matemaatikot ovat valinneet itseilmaisun keinoksi myös
taiteen. Russelin kirjoittamat sanat voidaan liittää sekä taiteeseen että matematiikkaan.
Arkkitehtuurissa matematiikka ja taide tulevat usein erityisen lähelle toisiaan histo-
riallisistakin syistä. Esimerkiksi arkkitehtuurissa käytetään edelleen kultaista jakosuhdet-
ta rakennusten julkisivuja piirrettäessä. Arkkitehti Frank Gehry2 onkin todennut mate-
matiikan olevan aivan keskeistä työssään. Myöskään erikoisten rakennusten suunnittelu
ei olisi mahdollista ilman CAD-ohjelmia (Computer Aided Design). Tietokoneavusteinen
suunnittelu sisältää mm. numeerista laskentaa. Rakennesuunnittelulla on siis erityisen
vahvat siteet matematiikkaan. Arkkitehtuuri onkin erinomainen esimerkki matematiikan
ja taiteen erottamattomasta yhteydestä.
Puhuttaessa matematiikasta ja taiteesta samassa lauseessa tulee monelle lukijalle en-
simmäisenä mieleen nimi M.C. Escher. Hänen töissään matematiikka tulee aivan ilmisel-
västi esiin. On kuitenkin esitetty väitteitä, ettei Escher itse ollut matemaattisesti kovin-
kaan lahjakas. Vaikka Escherillä ei ehkä ollutkaan matemaattista koulutusta, lähestyi hän
2Frank Gehry (1929-) on kanadalais-yhdysvaltalainen arkkitehti joka on tunnettu ”wau-
arkkitehtuuristaan”. Parhaiten Gehry tunnetaan suunnittelemastaan Bilbaon Guggenheim-museosta.
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taiteellisia ongelmia matemaattisesti. Escherin työt ovat vahvasti geometrisia ja hänen tai-
teen suurimpana vaikuttaja on pidetty matemaatikko Harold Coxeteriä3. M.C. Escheriin
tutustumme tarkemmin tutkielman kolmannessa luvussa.
Renesanssia4 pidetään tieteen ja taiteen uudelleen syntymänä. Klassisen Kreikan ja
roomalaisen kulttuurin ideat nousivat tieteen ja taiteen merkittävimmiksi voimiksi ja
ihanteiksi. Luonnon ja taiteen merkitystä korostettiin ja näiden ymmärtämiseen tarvittiin
suuressa määrin matematiikkaa. Matematiikan ja taiteen välttämätön vuorovaikutus oli
jälleen löydetty. Mikä ajoi renesanssitaitelijoita tutkimaan matematiikkaa? Tähän voidaan
löytää ainakin kaksi syytä. Ensinnäkin taidemaalareiden täytyi keksiä kuinka jäljitellä ja
siirtää kolmiulotteinen avaruus kaksiulotteiselle kankaalle. Toiseksi filosofit ja taiteilijat
olivat vakuuttuneita siitä, että maailmankaikkeuden perusolemus on matemaattinen ja
kaikki olisi selitettävissä geometrisesti. Voidaankin sanoa, että renesanssitaiteilijat olivat
todellisia matematiikan soveltajia.
1.2 Matemaattisia työkaluja taitelijoille
Matemaatikot ovat voineet auttaa taitelijoita monilla tavoin. Usein matemaatikot ovat
muistuttaneet taiteilijoita luonnon asettamista rajoista, mutta toisaalta he ovat tarjon-
neet apunsa myös erilaisten työkalujen muodossa. Joskus nämä työkalut ovat voineet olla
vain yksinkertaisia teoreemia, jotka näyttävät mitä taiteilijat voivat tehdä. Esimerkik-
si taitelija ei voi esittää kuin viisi erilaista säännöllistä monitahokasta kolmiulotteisessa
euklidisessa avaruudessa. Säännölliset monitahokkaat tunnetaan myös nimellä Platonin
kappaleet. Jo Pythagoras5 tunsi kolme säännöllistä kolmiulotteista kappaletta. Aiemmin
tunnettujen kuution ja tetraedrin avulla hän konstruoi myöhemmin kolmannen säännöl-
lisen kolmiulotteisen kappaleen, dodekaedrin. Platon6 lisäsi joukkoon oktaedrin ja iko-
saedrin ja todisti, että nämä ovat ainoat säännölliset monitahokkaat kolmiulotteisessa
avaruudessa.
3Harold Coxeter (1907-2003) oli kanadalainen matemaatikko. Häntä pidetään yhtenä 1900-luvun mer-
kittävimpänä geometrikkona.
4Renessanssi tarkoittaa uudelleensyntymistä. Laajassa mielessä renessanssi tarkoittaa taide-,
kulttuuri- ja aatehistoriallista murrosta siirryttäessä keskiajalta uuteen aikaan. Kyse on pääosin 1400-
luvun alussa kulttuurissa tapahtuneista muutoksista, jotka ilmenivät muun muassa kuvataiteissa ja tie-
teissä.
5Pythagoras (582-496 eaa.) oli antiikin Kreikassa elänyt filosofi ja tutkija. Pythgoralaiset (koulukunta)
omistautuivat matemaattisluonteiselle tutkimukselle.
6Platon (427-347 eaa.) oli antiikin kreikkalainen filosofi. Häntä pidetään yhtenä koko länsimaisen
historian vaikutusvaltaisimpana filosofina.
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Määritelmä 1.1. Platonin kappale on säännöllinen monitahokas, jonka tahkot ovat kes-
kenään yhteneviä säännöllisiä monikulmioita ja jonka jokaisesta kärjestä lähtee yhtä mon-
ta särmää.
Lause 1.2. Säännöllisiä monitahokkaita, Platonin kappaleita, on korkeintaan viisi.
Todistus. Oletetaan, että Platonin kappale on n-kulmio, jossa jokaisesta kulmasta voi-
daan piirtää k särmää. On todistettava, että pareja (n, k) on korkeintaan viisi. Merkitään
säännöllisen n-kulmion sisäkulmaa α:lla ja tämän vastakulmaa β:lla. Tällöin β = 2pi
n
ja
α = pi − β = pi(1 − 2
n
). Platonin kappaleen jokaisesta kärjestä lähtee k särmää. Saamme
nyt epäyhtälön kα < 2pi, sillä särmät eivät kohtaa tasossa. Edellisestä seuraa, että
kpi(1− 2
n
) < 2pi
k(n− 2) < 2n
(k − 2)(n− 2) < 4.
Nyt k, n ≥ 3, koska monitahokas on kolmiulotteinen. Ainoat kokonaislukuparit (n, k),
jotka toteuttavat ylläolevan epäyhtälön ovat (3, 3), (3, 4), (4, 3), (3, 5), (5, 3).
Taiteilija työskennellessään ei usein ole tietoinen täsmällisistä matemaattisista perus-
teista, mutta hän ainakin intuitiivisella tasolla ymmärtää matematiikan kuvaamat rajat.
Esimerkiksi säännöllisellä monitahokkaalla voi olla kolmiulotteisessa avaruudessa vain 4,
6, 8, 12 tai 20 tahkoa. Tässä ei tietenkää voida ottaa lukuun hulluttulevaa-abstraktia-
postmodernistia, joka varmasti keksii tavan esittää useampiakin tahkoja. Tällöin ei tosin
voida puhua enää Platonin kappaleista. Emmekä ehkä mieltäisi kappaletta enää luonnol-
lisen näköiseksi.
Edellä kuvattu hullutteleva taiteilija on rikkonut taiteen traditiota ja pyrkinyt eroon
realismista. Tällainen pyrkimys on nykytaiteessakin oleva merkitsevin suuntaus. Realismia
tai ei, taitelijat ovat vuosisatoja joutuneet kohdakkain hyvin matemaattisten kysymysten
kanssa. Miten siirtää kolmiulotteisen avaruuden kuva kaksiulotteiselle pinnalle, kanvaasil-
le. Jos katsomme tuhansia vuosia vanhoja egyptiläisiä ja mesopotamialaisia teoksia, joissa
on kuvattu maisemaa, huomaamme heti, etteivät ne vastaa ollenkaan sellaista syvyysvai-
kutelmaa, jota meidän näköjärjestelmämme pystyy tuottamaan. Tiedämme, että kohteet,
jotka ovat kauempana näyttävät pienemmiltä kuin kohteet, jotka ovat lähempenä meidän
näkökentässä. Lisäksi suorat linjat, jotka ovat hyvin kaukana, eivät näköjärjestelmämme
ominaisuuksien vuoksi näy suorina.
Huomaamme, että kuvan katsominen on meille hyvin luontaista, mutta toisaalta saam-
me viitteitä sen monimutkaisuudesta ja näköjärjestelmämme heikkouksista, kun tehtä-
vämme on siirtää näkökentässä oleva kuva paperille. Tavoitteena on usein siirtää ku-
va kaksiulotteiselle pinnalle mahdollisimman luonnollisena. Kun katsomme taideteosta
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näemme usein heti, jos kuva ei ole ”oikean näköinen”. Taiteessa tällä voidaan toki leiki-
tellä, mutta esimerkiksi arkkitehdin soisi piirtävän ’oikean näköisiä mallinnoksia tulevista
rakennuksista. Kuva voidaan muodostaa myös muulla tavalla kuin piirtämällä, esimerkik-
si valokuvaamalla. Tässä tutkielmassa ei käsitellä valokuvausta tai digitaalista maailmaa
tämän enempää, mutta lukija voi tutustua mielenkiintoiseen artikkeliin projektiivisen geo-
metrian käytöstä kuvankorjauksessa7.
Taiteen traditio on tuottanut paljon teoksia, missä realistinen kuvaustapa on toissijais-
ta. Silti luomisen perustana on usein oikean näköisyyteen liittyvät periaatteet. Esimerkiksi
abstraktissa maalauksessa syvyysvaikutelman luomiseen voidaan käyttää jotain tavallista
projektiota. Syvyysvaikutelma kun noudattaa kuitenkin aina jotain geometrisen perspek-
tiivin perusperiaatetta. Siirrymme seuraavaksi tarkastelemaan perspektiiviä lähemmin,
onhan se yksi taitelijan tärkeimmistä työkaluista. Lisäksi perspektiivi on matemaattisesti
kiinnostava aihe ja se luo vahvan yhteyden taiteen ja matematiikan välille.
7Using Projective Geometry to Correct a Camera: www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-03
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Luku 2
Perspektiivi
Perspektiivi käsitteeseen liittyvät säännöt ja työkalut auttavat taiteilijoita muodostamaan
kaksiulotteiselle pinalle luonnollisen näköisiä kuvia kolmiulotteisesta avaruudesta. Ennen
kaikkea sääntöjen ja työkalujen avulla on mahdollista muodostaa realistisempia kuvia.
Kommunikoidessamme toistemme kanssa kuvien välityksellä on hyvä, että meillä kaikilla
on sama käsitys siitä millainen kuvan pitäisi olla. Perspektiivisääntöjen rikkominen ai-
hettaa katsojassa aina reaktion. Tunnistamme heti, jos kuva ei ole luonnollisen näköinen.
Epäluonnollinen kuva vie katsojan huomion toisaalle ja se viesti mitä halusimme ehkä
kuvan avulla välittää voi tulla väärintulkituksi.
Perspektiivin käsitettä voidaan tarkastella monella tapaa. Taiteilija pyrkii usein omaan
taiteelliseen ilmaisuun, kun matemaatikolle tärkeintä on täsmällinen esitystapa. Tapauk-
sesta riippuen sopivan projektiokuvauksen valinta tuottaa käyttäjälleen sopivan työkalun
ja säännöt kuvan piirtämiselle.
Tarkastelemme seuraavaksi perspektiiviä ensin historiallisesta näkökulmasta käsin.
Tutkimme myös erilaisia projektioita ja kohteen katsomisen ongelmaa. Tämän luvun lo-
puksi tutustumme erilaisiin tapoihin perspektiivikuvan luomiseksi. Lukijan on huomat-
tava, että perspektiivi käsitteen tyhjentävä tarkastelu vaatisi huomattavasti laajempaa
sivumäärää. Tähän tutkielmaan olen poiminut vain tärkeimpiä ja mielenkiintoisimpia
teemoja. Halutessaan lukija voi tutustua tarkemmin lähdekirjallisuuteen [5] ja [11].
2.1 Perspektiivikuvan historiaa
Taiteen historian voidaan eräässä mielessä ajatella ulottuvan huomattavasti kauemmas
ajassa kuin tieteen historian. Itseilmaisu on saanut historian hämärissä ensin taiteellisen
muodon esimerkiksi luolamaalauksissa. Tieteellinen valaistuminen on seurannut historian
aikajanalla vasta myöhemmin. Voimme siis perustellusti tarkastella perspektiivin historiaa
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ensin taidehistorian valossa. Halutessamme jäljittää perspektiivin alkuperää, joudumme
välttämättä tekemisiin taiteen historian kanssa. Onhan perspektiiviin liittyvät ongelmat
olleet ensin taitelijoiden ongelmia; kuinka siirtä kuva kolmiulotteisesta avaruudesta kak-
siulotteiselle pinnalle. On myös mahdollista, että varhaiset esi-isämme, luolamaalarit, ovat
jo olleet tietoisia ongelmasta. Joissain maalauksissa on havaittu eläimen olevan piirretty
niin, että sen kauempana oleva osa on näyttänyt olevan pienempi kuin lähempänä oleva
osa. Tällaista tekniikkaa kutsutaan perspektiiviseksi lyhennykseksi. Perspektiivinen lyhen-
nys pienentää kuvattavan objektin kokoa suhteessa etäisyyteen. Tästä ei tosin voi vetää
aivan varmoja johtopäätöksiä. Kyseessä kun voi olla aivan puhdas sattuma tai vahinko.
Babyloniassa tai antiikin egyptissä ei tunnettu vielä perspektiiviä. Toisin sanoen ku-
viin ei osattu tehdä syvyysvaikutelmaa. Kuten voimme havaita kuvasta (1), hahmot on
sijoitettu kuvaan pysty ja vaakasuunnassa, mutta syvyysvaikutelmaa ei ole. Vain asen-
not, ilmeet ja eleet olivat riittäviä. Joskus varhaisissa maalauksissa voidaan puhua arvo-
perspektiivistä1. Se ei kuitenkaan liity itse geometriaan tai matematiikkaan sen enempää.
Egyptiläisten tekemät kuvat, kuten myös babylonialaisten ja persialaistenkin, olivat aina
litistettyjä tasoon. Kuvan koko näkymä esitetiin aina yhtäaikaa sivulta, edestä tai ylhäältä
katsottuna. Kaikki eri näkymät esitettiin toisin sanoen yhtä aikaa yhdessä tasossa.
Kuva (1): Egyptiläinen seinäreliefi
1Arvoperspektiivistä puhutaan silloin, kun kuvassa henkilön koko on verrannollinen hänen asemaansa.
Ylempiarvoiset kuvataan alempiarvoisia kookkaampina. Henkilön asemaan saattoi vaikuttaa sosiaalinen,
poliittinen tai uskonnollinen status.
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On kuitenkin huomattava, että egyptiläisten käyttämä kuvausjärjestelmä oli vain yk-
si monista käytössä olevista. Historiallisesti perspektiiviä on tarkasteltava laajemmasta
näkökulmasta. Jokainen kulttuuri on tuonut oman kerrostumansa ja usein kuvausjärjes-
telmä on ollut vahvasti kulttuuriin sidonnainen. Esimerkiksi joissain kulttuureissa on ollut
tärkeä kuvata henkilöt samankokoisina, sommitelman kannalta saman arvoisina, vaikka
heidän yhteisöllinen statuksensa on ollut huomattavan erilainen. Puhumattakaan syvyys-
suuntaisesta etäisyydestä toisiinsa nähden.
Voidaan sanoa, että antiikin kreikkalaiset keksivät perspektiivin. Ensimmäisellä vuo-
sisadalla ennen ajanlaskun alkua elänyt roomalainen arkkitehti Vitruvius2 totesi kreikka-
laisten tutkineen ensimmäisinä syvyysvaikutelmaa ja kuvien projisointia luodakseen sy-
vyysilluusion maalatuissa näyttämölavasteissa. He tutkivat tapaa esittää rakennus mah-
dollisimman realistisen näköisenä maalattuna kaksiulotteiselle pinnalle. Lisäksi monissa
kreikkalaisissa freskoissa on luotu selvä syvyysvaikutelma kuvaamalla kohteen syvyys-
suunteiset sivut loittonemaan viistosti, vaikka ne eivät kohdistuneetkaan samaan pistee-
seen. Tällainen esitystapa on kuvattu alla olevassa kuvassa (2). Kreikkalaiset kutsuivat
tällaista kuvaustapaa termillä skene. Käännettynä nykykielille se tarkoittaa lavastetta tai
rakennusta. Vitruvius oli oikeassa. Perspektiivin alkuperä voidaan tosiaan jäljittää histo-
riassa kreikkalaisiin ja heidän tarpeeseen luoda näytelmiin lavasteita, jotka näyttäisivät
mahdollisimman realistisilta.
Kuva (2): Seinämaalaus Villa Boscorealesta, Pompeii, n. 100 eaa.
2Marcus Vitruvius Pollio oli roomalainen arkkitehti ja kirjailija. Hän eli 1. vuosisadalla eaa.
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Keskiajalla alkeellisenkin perspektiivin käyttö loppui sadoiksi vuosiksi elpyäkseen vas-
ta 1300-luvulla Italiassa. Renesanssi herätti kiinnostuksen antiikin aikaan. Samalla heräsi
uudelleen tarve realistiseen kuvaukseen ja syvyysvaikutelman tutkimiseen. Geometrisen
pespektiivin ensimmäisistä kehittäjistä kuvataiteessa tunnetuimpia ovat Filippo Brunel-
leschi (1377-1446) ja Leon Battista Alberti (1404-1472).
Miten tehdä kuvasta realistinen? Asia tuntuu meistä itsestään selvältä. Se oli keskia-
jalla, aivan kuten antiikin kreikassakin, todellinen ongelma. Kesti vuosisatoja ennen kuin
ongelma voitiin kunnolla ratkaista. Pääarkkitehtina ongelman ratkaisussa voidaan pitää
Filippo Brunelleschia. Hän havaitsi, että jos katsomme maisemaa yhdestä määrätystä pis-
teestä, voimme muodostaa yhtenäisiä viivoja, jotka näyttävät kulkevan kohti yhtä pistettä
kaukaisuudessa. Tällaista pistettä kutsumme pakopisteeksi. Brunelleschi maalasi käyttäen
yhtä pakopistettä ja keksi tavan mitata kuvan syvyyttä. Hän järjesti myös kokeen, jo-
ta on havainnollistettu kuvassa (3). Hän pystyi vertaamaan maalamaansa kuvaa oikeaan
kohteeseen siten, että kuvaan tehtiin tirkistysreikä, jolloin kuvan kääntöpuolelta voitiin
katsoa itse kohdetta ja toisaalta peilin avulla sen kuvaa.
Kuva (3): Brunelleschin kehittämä menetelmä syvyyden mittaukseen
Leon Battista Alberti saavutti mainetta julkaisemalla ensimmäisen teoksen perspek-
tiivisäännöistä kirjassaan De Pictura. Se julkaistiin vuonna 1435. Alberti selostaa teok-
sessaan menetelmän kolmiulotteisen tilan maalaamiseksi kaksiulotteiselle kehystetylle pin-
nalle. Hänen menetelmänsä perustui Aristoteleen3 käsitykseen katseesta, jossa näkökenttä
muodostuu silmästä lähtevistä säteistä. Silmä sijaitsee aivan kuin pyramidin huipulla ja
3Aristoteles (384-322 eaa.) on yksi tunnetuimmista antiikin kreikkalaisista filosofeista. Joissain yh-
teyksissä Aristotelestä pidetään koko länsimaisen tieteen isänä.
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säteet kulkevat kehyksen läpi. Kuva muodostuu kehyksen rajapintaan. Pinta jaetaan vielä
matriisiksi, jolloin taiteilijan on helpompi sijoittaa kuvan osat vastaaviin kohtiin kuvapin-
nalla. Tällaista menetelmää kutsutaan Albertin ikkunaksi. Albertin menetelmän pohjana
oli tuon ajan rakennus- ja maanmittaustekniikka, jossa rakennusten suunnittelussa käy-
tettiin vastaavanlaisia menetelmiä. Lopputuloksena on realistinen syvyysilluusio.
Kuva (4): Albertin matriisi-ikkuna noin vuodelta 1450
Albertin järjestelmää käyttäessään taiteilijat ruuduttivat kohteen pohjakuvan ja siir-
sivät sen ääriviivat vastaavanlaiseen perspektiivisesti lyhennettyyn ruudukkoon. Korkeu-
det määritettiin joko ottamalla mitat perspektiivipiirustuksen ruudukosta tai käyttämällä
pystysuuntaista ruudukkoa vaakatasoisen rinnalla.
Useat renesanssiajan taitelijat tutkivat perspektiiviä geometrisesti ja käyttivät havain-
tojaan apuna työskennellessään maalausten kanssa. Huomattavimpia perspektiivikuvan
kehittäjiä olivat Piero Della Francesca (1415-1492), Paolo Uccella (1397-1475) Leonar-
do Da Vinci (1452-1519) ja Albrecht Dürer (1471-1528). Uccella ja Francesca tiedostivat
Albertin ruudukkomenetelmän rajoitukset. Uccello suosi menetelmää, jossa hän projisoi
kuvan pohjapiirroksista ja sivukuvista. Francesca käytti monimutkaista euklidiseen geo-
metriaan perustuvaa projektiojärjestelmää, jonka hän esittelee teoksessaan De prospectiva
pingendi (Perspektiivi maalaustaiteessa).
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Albrecht Dürer kehitti uutta perspektiivioppia. Hän julkaisi tutkimuksensa vuonna
1525 teoksessaan Underweysung der Messung mit dem Zirckel und Richtscheyt (Instruc-
tions for Measuring with Compass and Ruler). Dürerin rakentamalla perspektiivikoneella
pystyttiin luomaan kuvia, jotka vastasivat keskusprojektiota. Laitetta käytettiin seuraa-
vasti: katselupisteestä pingotetaan näkösädettä vastaava lanka vuorollaan jokaiseen koh-
teen pisteeseen ja katsotaan missä tämä lävistää kuvaa varten asetetun kehyksen. Paikka
merkitään kehykseen kiinnitettävälle kuvapohjalle. Näin saadaan konstruoitua koko kuva
yksi piste kerrallaan.
Kuva (5): Albrecht Dürerin perspektiivikone
Perspektiiviä käytetään laajalti myös teknisesssä piirtämisessä ja esimerkiksi arkki-
tehtuurissa. Tällöin ei kuitenkaan puhuta perspektiivikuvista vaan aksonometriasta, joka
pohjautuu deskriptiiviseen geometriaan. Gaspart Mongea (1746-1818) pidetään deskriptii-
visen geometrian isänä. Hän kehitti menetelmää vuonna 1765 suunnitellessaan linnoituk-
sia Napoleonin armeijalle. Myöhemmin hän julkaisi ideansa myös kirjallisessa muodossa.
Perspektiiviopin kehitys on tapahtunut 1800-luvulla ja 1900-luvun alkupuolella pitkälti
Saksassa. Tietotekniikan kehitys on monin osin mullistanut perspektiivikuvien piirtämisen
ja se ei yleisesti kuulu enää korkeakoulujen oppiaineisiin. Lisäksi 1900-luvun alku synnyt-
ti abstraktin maalaustaiteen ja perspektiivi kävi taiteessakin yhä epäolennaisemmaksi.
Taiteilijat eivät välttämättä halunneet luoda realistista syvyysvaikutelmaa. Maalausten
tuli olla kaksiulotteisia aivan kuten kanvaasi mihin ne maalattiin. Tämä vaikutti myös
perspektiivistä julkaistujen kirjojen määrään vähenevästi. Perspektiiviopilla on kuitenkin
edelleen keskeinen rooli taiteen perusopetuksessa. Pitäisikö näin olla myös geometrian
opetuksessa?
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2.2 Euklidinen geometria
Etymologinen tarkastelu geometria sanan alkuperästä johtaa kahteen kreikkalaiseen sa-
naan: gea ja metrein. Gea voidaan tulkita tarkoittavan maata ja metrein taas mittaus-
ta. Alussa geometria olikin kokoelma erilaisia sääntöjä pituuksien, alueiden ja tilavuuk-
sien mittaamiseen. Näillä säännöillä oli vahva side ympäröivään todellisuuteen. Moni
näistä säännöistä oli kuitenkin yrityksen ja erehdyksen tulosta ja virheitä esiintyi. Esi-
merkiksi egyptiläiset käyttivät mielivaltaisen nelikulmion alan laskemiseen kaavaa: A =
1
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(a+c)(b+d), missä a, b, c ja d olivat sivujen pituudet. Tämä kaava pätee suorakulmiolle,
mutta ei kuitenkaan mille tahansa nelikulmiolle. Virhe oli usein käytännössä kuitenkin
riittävän pieni, jotta kaavaa voitiin käyttää myös kaikille nelikulmioille.
Geometrian sääntöjä käytettiin ja ne olivat pääasiassa kehitetty arkkitehtuurin ja navi-
goinnin apuvälineiksi. Kreikkalaiset oppivat geometriaa babylonialaisilta ja egyptiläisiltä.
Antiikin kreikkalaiseen kulttuuriin sisäänrakennettu filosofinen pohdinta oli osaltaan aut-
tamassa geometrian muuttumista käytännöllisistä apuvälineistä deduktiiviseksi tieteeksi.
Noin 300 eaa. Eukleides Aleksandrialainen kokosi historoitsijan tavoin olemassa ole-
vaa geometrista tietoa niin onnistuneesti, että seuraavat 2000 vuotta kaikki geometrikot
käyttivät hänen kirjoittamaasa kirjaa Elementa (Alkeet) työnsä ja opiskelujensa lähteenä.
Euklidinen geomeria oli syntynyt. Euklidista geometriaa käytetään edelleen geometrian
opetuksen pohjana. Eukleides asetti geometrian perustaksi aksiomaattisen lähestymista-
van, jossa kaikki tulokset voidaan lopulta palauttaa aksioomiin. Eukleideen Elementassa
on esitetty viisi aksioomaa seuraavasti:
(P1) Kaksi pistettä voidaan yhdistää janalla.
(P2) Jokainen jana voidaan jatkaa suoraksi.
(P3) Jos on annettu kaksi pistettä, voidaan piirtää ympyrä siten, että toinen piste on kes-
kipiste ja ympyrän kehä kulkee toisen pisteen kautta.
(P4) Kaikki suorat kulmat ovat yhtäsuuria.
(P5) Jos kahta suoraa leikkaavan suoran leikkauskulmat suorien kanssa ovat yhteensä vä-
hemmän kuin kaksi suoraa kulmaa, nämä kaksi suoraa leikkaavat toisensa sillä puolella,
jolla kulmat ovat vähemmän kuin kaksi suoraa kulmaa.
Aksioomista viimeisin, eli viides aksiooma, on monella tavalla mielenkiintoinen. Vii-
dettä aksioomaa kutsutaan myös paralleeliaksioomaksi. Pitkään, aina 1800-luvulle saakka,
uskottiin, että paralleeliaksiooma voitaisiin todistaa muista aksioomista. Erilaisia todis-
tusyrityksiä löytyy jo tosin antiikin ajoilta.
Yksinkertaisin malli, joka toteuttaa edellä mainitut euklidisen geometrian aksioomat,
on tavallinen xy-taso. Kuitenkaan Eukleideen viisi aksioomaa eivät riitäneet kattamaan
koko tasogeometrian vaatimuksia. Eukleideen on sanottu myös itse tehneen kuviin tai
17
intuitioon perustuvia päätelmiä, jotka eivät perustuneet aksioomiin. Eukleideen aksioo-
mista onkin luovuttu matematiikan kehityttyä 1800- ja 1900-luvuilla. Nykyisin käytetään
yleisesti David Hilbertin (1862-1943) kokoamaa aksioomajärjestelmää, jota kutsutaan Hil-
bertin aksioomiksi. Hilbertin aksioomia on 20 kappaletta. Lukija voi halutessaan tutustua
Hilbertin aksioomiin tarkemmin Lassi Kurittun, Veli-Matti Hokkasen ja Lauri Kahanpään
julkaisemasta geometrian luentomonisteesta4.
Viides paralleeliaksiooma johdattaa meidät tutkielman kolmannessa luvussa tarkas-
telemaan euklidista geometriaa uudelleen, mutta ennen kaikkea keskitymme kyseisessä
luvussa epäeuklidiseen geometriaan. Tähän palaamme tutkielmassa myöhemmin.
2.3 Projektiokuvaukset
Kuvia piirrettäessä käytetään kuvausmenetelmänä projisointia, joka on matemaattisen
kuvauksen eräs tyyppi. Tällöin kuvattavan kappaleen kaikki pisteet projisoituvat kuva-
tasolle. Projisoinnilla tarkoitetaan kolmiulotteisen avaruuden kohteen kuvaamista kaksiu-
lotteiselle tasolle. Matemaattiselta kannalta tämä tarkoittaa jonkin projektiokuvauksen
käyttöä. Projektiokuvaus on funktio, jonka lähtöjoukkona on kolmiulotteinen avaruus, jo-
ka sisältää kuvattavan kohteen. Maalijoukkona on taso, johon kuva muodostetaan. Funktio
liittää siis jokaiseen kohteen pisteeseen vastaavan kuvapisteen. Projektiokuvaus voidaan
määritellä monella tavalla riippuen halutusta lopputuloksesta. Joskus kuvan luonnollisuus
on tärkeämpää kuin kohteen täsmällinen mitattavuus. Tavallisimmat projektiokuvaukset
ovat yhdensuuntaisprojektio, jolla muodostetaan aksonometrisia kuvia, sekä keskusprojek-
tio, jonka avulla voidaan muodostaa perspektiivikuvia. Tässä tutkielmassa keskitymme
näihin kahteen edellä mainittuun. Lisäksi voidaan mainita esimerkiksi stereografinen pro-
jektio, jonka avulla muodostuu kuva, jossa kuvattavan kohteen suorat viivat näkyvät ym-
pyränkaarina. Stereografinen projektio on siis kuvaus, joka kuvaa pallopinnan kaksiulot-
teiselle tasolle yhtä pistettä lukuunottamatta. Tutuin esimerkki on maailmankartta, jossa
koko maapallo on esitetty kahtena ympyrän muotoisena alueena.
Yksittäisen pisteen projisointi projektiokuvauksessa tapahtuu siten, että pisteen A
kautta ajatellaan kulkemaan kuvasäde, joka kohtaa kuvatason (ks. kuva (6)). Kuvasäteen
ja kuvatason leikkauspiste A′ on pisteen projektio. Jos halutaan esimerkiksi kuvata jokin
jana, on janan suunta valittava siten, että kuvatasossa janan päätepisteet eivät kohtaa.
Tällöinhän jana kuvautuisi pisteeksi, eikä se ole yleensä mielekästä. Kuvien piirtämisen
lähtökohdaksi voidaan ottaa yksittäisen pisteen kuvan piirtäminen. Monikulmio piirretään
edelleen kärkipisteidensä avulla.
4http : //users.jyu.fi/ laurikah/Geometria/GeometriaA.pdf
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Kuva (6) (vasemmalla), kuva (7), kuva (8)
Kuvassa (7) on esitetty keskusprojektion periaate. Jos kaikki kuvasäteet kulkevat ku-
vattavaan kohteeseen asetetun pisteen, projektiokeskuksen kautta, sanotaan kuvaa kes-
kusprojektiokuvaksi tai perspektiivikuvaksi.
Pistemäisen valonlähteen kohteesta tasopinnalle muodostama varjokuva on myös pers-
pektiivikuva (ks. kuva (8)). Kuvasäteinä on valonlähteestä lähtevät valonsäteet. Tavallinen
valokuva on myös tällainen perspektiivikuva. Tällöin kuvasäteinä ovat kohteesta lähtevät
valonsäteet, jotka kulkevat kameran linssisysteemin keskipisteen kautta ja kohtaavat fil-
min eli kuvatason.
Tarkastellaan seuraavaksi yhdensuuntaisprojektiota ja tutkitaan miten aksonometrisiä
kuvia voidaan piirtää.
2.4 Yhdensuuntaisprojektio
Yhdensuuntaisprojektion ero keskusprojektioon on, että yhdensuuntaisprojektiossa ku-
vaussäteet ovat keskenään yhdensuuntaisia ja leikkaavat kuvatason jokaisessa pisteessä
samassa kulmassa. Yhdensuuntaisprojektion etuna voidaan pitää ominaisuutta, että se
kuvaa pisteet pisteiksi ja yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi. Myös janojan jako-
suhteet säilyvät.
Matemaattisesti yhdensuuntaisprojektio on projektiokuvaus p . Lähtöjoukkona on ase-
tettu euklidinen kolmiulotteinen avaruus. Maalijoukkona on kolmiulotteisessa avaruudes-
sa oleva taso. Tasoa kutsutaan kuvatasoksi. Kuvatasoa merkitään Π:llä. Tällöin kuvaus
on siis p : E3 → Π. Avaruuden E3 pisteen A, missä A ∈ E3, kuva A′ , missä A′ ∈ Π,
määräytyy seuraavasti:
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Olkoon s kiinteä suora. Vaaditaan, että s ∦ Π. Suora s määrää nyt projektiosäteiden
suunnan. Pisteen A kautta asetetaan toinen suora sp, joka on samansuuntainen suoran
s kanssa. Suora sp leikkaa kuvatason jossakin pisteessä ja merkitään tätä kuvapistettä
A
′ :lla. Nyt saamme
p(A) = A
′
= sp ∪ Π,
missä pistettä A′ kutsutaan pisteen A kuvaksi.
Kuten edellä on todettua, yhdensuuntaisprojektiolla on säilytysominaisuus. Tämä tar-
koittaa, että suora viiva projisoituu suoraksi. Tästä poikkeuksena on tietenkin projektio-
säteen suuntainen suora, joka kuvautuu pisteeksi.
Kuva (9)
Suoran kuvautuminen yhdensuuntaisprojektiossa on esitetty yllä olevassa kuvassa (9).
Suoran l pisteiden kautta kulkevat projektiosäteet muodostavat tason ϕl. Projektiokuva
l
′ saadaan tason ϕl ja kuvatason Π leikkauskuviona. Jos projisoitava suora m on projek-
tiosäteen s suuntainen, niin sen jokainen piste kuvautuu luonnollisesti samaan pisteeseen
m
′ .
Yhdensuuntaiset suorat kuvautuvat yhdensuuntaisiksi, koska jos suorat l ja m ovat
yhdensuuntaiset, niin projektiosäteiden muodostamat tasot ϕl ja ϕm ovat myös yhden-
suuntaisia. Janojen pituus ei yleensä säily. Tästä esimerkkinä pisteeksi kuvautuva suora
m. Janan jakosuhde kuitenkin säilyy, kuten seuraavalla sivulla huomaamme.
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Kuva (10): Janan jakosuhteet säilyvät
Olkoon A,B ja C samalla suoralla olevia pisteitä. Pisteiden jakosuhde on tällöin
k(A,B,C) =
|AB|
|AC| ,
missä merkintä |AB| tarkoittaa janan AB pituutta. Jakosuhteen säilyminen tarkoittaa,
että
k(A,B,C) = k(A
′
, B
′
, C
′
) ⇔ |AB||AC| =
|A′B′ |
|A′C ′ | .
Kuvassa (10) on havainnollistettu miten pisteet A,B ja C on projisoitu pisteiksi A′ , B′
ja C ′ .
Lause 2.1. Pisteiden A,B ja C jakosuhde säilyy yhdensuuntaisprojektiossa.
Todistus. Olkoon pisteet A,B ja C suoralla l, joka projisoituu suoraksi l′ . Kuvapisteet
A
′
, B
′
, C
′ sijaitseva tällöin suoralla l′ . Muodostuva kuvio sijaitsee suorien l ja l′ määrää-
mässä tasossa. Merkitään projektiosäteiden AA′ ja BB′ välistä etäisyyttä d:llä. Trigono-
metrian avulla saamme
d = |AB| sin A′AB = |A′B′| sin A′B′B,
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jolloin
|AB|
|A′B′| =
sin A
′
B
′
B
sin A′AB
.
Suhde |AB|/|A′B′| riippuu vain kulmista, joissa projektiosäde leikkaa suorat l ja l′ . Sa-
moin saamme
|AC|
|A′C ′ | =
sin A
′
C
′
C
sin A′AC
.
Koska ∠ A′B′B = ∠ A′C ′C ja ∠ A′AB = ∠ A′AC saamme
|AB|
|A′B′| =
|AC|
|A′C ′| ⇔
|AB|
|AC| =
|A′B′ |
|A′C ′| .
Jakosuhde k(A,B,C) = k(A′ , B′ , C ′) siis säilyy.
Yhdensuuntaisprojektioita on olemassa useita. Tavallisimmin käytössä olevat kuvaus-
tavat ovat sotilasprojektio, kavaljeeriprojektio, isometrinen projektio sekä standardi pro-
jektio. Tässä tutkielmassa tutustumme kahteen ensin mainittuun; sotilasprojektioon ja
kavaljeeriprojektioon. Molemmissa projektioissa kuvasäteet kohtaavat kuvatason vinossa
kulmassa. Niissä muodostuvat kuvat osaamme tulkita helposti kolmiulotteisiksi. Piirtämi-
nen näiden kahden kuvaustavan avulla on myös varsin helppoa. Molempien projektioiden
nimi on johdettavissa historiassa niiden alkuperäiseen käyttötarkoitukseen, jossa ne ovat
toimineet linnoitusten piirtäjien apuvälineinä.
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2.4.1 Kavaljeeriprojektio
Kavaljeeriprojektiossa käytetään pysty-
suoraa kuvatasoa, joten se soveltuu eri-
tyisesti sellaisten kohteiden kuvaami-
seen, joissa halutaan korostaa jotakin
tärkeää pystysuuntaista kuviota tai pys-
tysuoria yhdensuuntaisia ympyröitä.
Kavaljeeriprojektiossa muodostuu pys-
tysuoran pääsuunnan ja toisen vaaka-
suuntaisen pääsuunnan välille 90 ◦ suo-
rakulma. Kolmas pääsuunta muodostaa
kahden muun suunnan kanssa 135 ◦:n
kulman. Kavaljeeriprojektiossa leveys ja
korkeus viedään siis kuvaan todellisina,
mutta syvyysmitat on lyhennetty puo-
leen. Tätä kutsutaan perspektiiviseksi ly-
hennykseksi. Koordinaattiakseleiden mi-
tat suhtautuvat toisiinsa lukujen 1
2
: 1 : 1
mukaan. Kuution piirtäminen kavaljee-
riprojektiota käyttäen on helppoa. Va-
litaan mikä tahansa kärjistä ja asete-
taan se origoon ja mikä tahansa tahkois-
ta (y, z)-tasoon. Piirretään valittu tahko
Kuva (11): Kavaljeeriprojektio
koordinaatistoon ja mitataan kustakin kärjestä x-akselin suuntaan kulkeva särmä niin, et-
tä lyhennetään se puoleen. Yhdistetään kärjet särmien mukaan. Kuutio voidaan tietenkin
sijoittaa koordinaatistoon myös muulla tavoin.
Kavaljeeriprojektio piirretään usein ruutupaperille, jossa y- ja z-akselit asetetaan ruu-
tuviivoja pitkin. x-akseli voidaan piirtää ruutujen lävistäjän mukaan, vaikka tämä ei ole-
kaan täsmällisesti oikein. Valitsemalla yksiköksi x-akselilla ruudun halkaisijan sekä y- ja
z-akselilla kolmen ruudun pituiset janat, saamme suhteeksi
√
2 : 3 : 3 ≈ 0,471 : 1 : 1.
Kavaljeeriprojektion oikea suhde oli kuitenkin 1
2
: 1 : 1. Tämä virhe yleensä sallitaan
käsin tehdyissä kuvissa ja virhettä on toisaalta myös vaikea huomata. Tämä seikka olisi
kuitenkin mainittava, jos opetamme kavaljeeriprojektiota ruutumenetelmän avullla.
23
2.4.2 Sotilasprojektio
Kuva (12): Sotilasprojektio
Sotilasprojektiossa käytetään vaakasuoraa kuvatasoa ja tällöin kaikki kohteen vaaka-
suorat tasokuviot tulevat kuvaan todellisina. Tason (x, y) vaakasuorat pääsuunnat muo-
dostavat 90 ◦:n suoran kulman. Kuvaussäteet muodostavat (x, y)-tason kanssa 45 ◦:n kul-
man. Korkeusmitat viedään kuvaan todellisina. Akseleiden yksiköt suhautuvat toisiinsa
lukujen 1 : 1 : 1 mukaan. Sotilasprojektiota käytetään usein esimerkiksi asuntojen pohja-
piirroksiin. Jos tarkasteltavana kappaleena on sylinterin muotoinen objekti, sopii sotilas-
projektio tällaisen kohteen kuvaukseen erinomaisesti. Tämä johtuu siitä, että vaakatasossa
olevat ympyrät kuvautuvat sotilasprojektiossa jälleen täydellisen muotoisiksi ympyröiksi.
2.5 Keskusprojektio
Perspektiivikuva on myös keskusprojektiokuva, jossa kaikki kuvasäteet eli projektiosäteet,
kulkevat projektiokeskuksen kautta. Perspektiivikuvan ominaisuudet poikkeavat jonkin
verran aksonometrisesta kuvasta. Yhdensuuntaisten suorien yhdensuuntaisuus säilyy vain
kuvatason suuntaisilla suorilla. Muissa tapauksissa yhdensuuntaisten suorien kuvat suun-
tautuvat yhteiseen pakopisteeseen. Pakopisteillä on keskeinen merkitys perspektiivikuvan
piirtämisessä. Kutsumme pakopistettä myös distanssipisteeksi.
Kuten edellä on tarkasteltu, keskusprojektiolla on yhdensuuntaisprojektion kanssa sa-
mankaltaiset, mutta olellisesti heikommat säilytysominaisuudet. Tarkastellaan seuraavaksi
miten yksittäinen suora voi kuvautua keskusprojektiossa (ks. kuva (14)). Suora kuvautuu
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aina jälleen suoraksi, mutta kuvautuminen voi tapahtua neljällä eri tavalla. Kuvautumista
on havainnollistettu kuvissa (13.A), (13.B), (13.C) ja (13.D) .
Kuva (13): Suoran kuvautuminen keskusprojektiossa
Jos on olemassa suora l, joka ei kulje projektiokeskuksen K kautta, niin kaikki pro-
jektiosäteet sijaitsevat tasossa, jonka määrää suora l ja projektiokeskus K.
Kuvaa (13.A) tarkastelemalla voimme haivaita, että siinä on kaksi poikkeusasemassa
olevaa pistettä: suoralla l oleva katoamispiste V ja kuvasuoraan lc liittyvä pakopiste F .
Katoamispisteellä ei ole nyt kuvaa ja toisaalta pakopiste ei ole minkään pisteen kuva. Kun
suoralla l sijaitseva projisoitava piste etääntyy ääretöntä kohti, kääntyy projektiosäde
vähitellen suoran l suuntaiseksi suoraksi lk. Projektiopiste lähestyy kuvatasossa pistettä
F , joka saadaan projektiokeskuksen K kautta kulkevan, suoran l suuntaisen suoran lk ja
kuvatason leikkauspisteenä. Tätä pistettä kutsutaan suoran l pakopisteeksi.
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Suoralla l on toinenkin poikkeuspiste, katoamispiste V . Kuten edellä on todettua, ei
katoamispisteellä ole projektiokuvaa. Tämä jothtuu siitä, että projektiosäde on kuvatason
suuntainen.
Jos projisoitava suora l on kuvatason suuntainen eikä sijaitse katoamistasossa ω, sen
projektiokuva on suora lc. Pako- tai katoamispistettä ei ole (ks. kuva (13.B)).
Jos projisoitava suora l kulkee projektiokeskuksen K kautta, mutta ei sijaitse katoa-
mistasossa ω, projektiokuva lc on yksi piste (ks. kuva (13.C)).
Viimeisessä kuvassa suora sijaitsee katoamistasossa eikä sillä ole projektiokuvaa (ks.
kuva (13.D)).
Suorien yhdensuuntaisuus ei keskusprojektiossa yleensä säily. Poikkeuksena on kuvan
(13.B) kaltainen tilanne, missä suorat ovat kuvatason suuntaisia. Yleensä yhdensuuntai-
silla suorilla on siis yhteinen pakopiste.
Yhdensuuntaisten janojen keskinäinen suuruussuhde säilyy vain kuvatason suuntai-
sessa tasossa olevilla janoilla. Janan jakosuhde säilyy myös vain kuvatason suuntaisilla
janoilla. Kuvatasossa oleva kuva tulee perspektiivikuvaan aina todellisena.
2.6 Aksonometrisen kuvan piirtäminen
Kun lähdemme piirtämään aksonometristä kuvaa, eli yhdensuuntaisprojektiokuvaa, vali-
taan ensimmäiseksi sopiva kuvakoordinaatisto ja jokaiselle akselille sopiva lyhennysluku.
Tämä lyhennysluku määräytyy käytettävän kuvaustavan mukaan. Aksonometriset kuvat
näyttävät usein venähtäneiltä, erityisesti tilanteissa, jossa projektio ei ole suora. Akso-
nometrisiä kuvia piirrettäessä käytetään koko ajan hyväksi tietoa yhdensuuntaisuuden ja
janan jakosuhteen säilymisestä. Ongelmaksi muodostuu usein se, millainen yhdensuun-
taisprojektio tulisi valita. Käytännössä kysymys on siitä mitä kuvassa halutaan korostaa?
Aksonometrinen kuva on luonnollista sijoittaa (x, y, z)-koordinaatistoon. Kun koordi-
naatisto projisoidaan jollakin yhdensuuntaisprojektiolla, muodostuu kuvatasoon Pohlken
kuvio. Tarkoitamme tällä tasokuviota, jossa näkyvät kaikki kolme koordinaattiakselia yk-
sikköpisteineen (E1′ , E2′ , E3′). Yksikönpituudet eri akseleilla voivat olla aivan hyvin eri
suuria.
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Kuva (14): Pohlken kuvio
Koska kuva (14) on erään avaruudessa olevan kuution kuva, koordinaatiakseleilla
olevia kuution kärkiä on merkitty pilkutetuilla symboleilla E1′ , E2′ ja E3′ . Nämä ovat
kärkipisteiden E1, E2 ja E3 kuvia. O′ on origon kuva. Yhdensuuntaisprojektion kuvata-
so voidaan asettaa mihin tahansa asentoon kuutioon nähden ja projektiosäteiden suunta
voidaan valita miten tahansa, kunhan ne eivät ole kuvatason suuntaisia. Miten pisteet
E1
′
, E2
′ ja E3′ on nyt valittava, jotta kyseessä olisi kuution kuva jossakin yhdensuuntais-
projektiossa? Voidaanko löytää kuvataso ja projektiosäteiden suunta siten, että kuution
kuvaksi tulee pisteiden O′ , E1′ , E2′ ja E3′ määrittämä kuvio?
Pohlken lause vastaa edelliseen kysymykseen. Mikä tahansa pisteiden joukko
{O′ , E1′ , E2′ , E3′} käy, kunhan kaikki neljä pistettä eivät ole samalla suoralla. Mielival-
taisesti muodostettu Pohlken kuvio liittyy useimmiten varsin vinoon projektioon. Sitä
tulisi katsoa oikeasta suunnasta, näin kuva ei näytä liian venähtäneeltä.
Pohlken lause antaa meille vapaat kädet aksonometristen kuvien muodostamiselle.
Olisi kuitenkin järkevää käyttää jotain jo valmiina olevaa kuvausjärjestelmää, esimerkiksi
kavaljeeriprojektiota, jolloin saamme koordinaattiakseleiden suhdeluvut valmiina. Joskus
on kuitenkin tarpeellista, esimerkiksi katsottaessa kuvaa epätavallisesta kulmasta, käyttää
jotakin muuta kuvausjärjestelmää (ks. kuva (15). Lukija voi tutustua tarkemmin Pohlken
lauseeseen ja sen todistukseen lähteestä [7].
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Kuva (15): Kuutio kuvattuna hieman erikoisemmalla projektiolla, mutta on Pohlken
lauseen mukaan täysin mahdollinen
2.7 Perspektiivikuvan piirtäminen
Perspektiivikuva pyrkii yleensä jäljittelemään ihmisen näköjärjestelmän ominaisuuksia.
Kohteet jotka ovat kauempana näyttävät myös pienemmiltä verrattuna lähempänä katso-
jaa oleviin kohteisiin. Toisin sanoen, perspektiivikuvat näyttävät katsojalle luonnollisilta
ja realistisilta.
Perspektiivikuvaa piirrettäessä, joudutaan määrittämään kaksi asiaa: kohteen pää-
suunnat ja niiden pakopisteet sekä kohteen tärkeimpien pisteiden kuvien etsiminen kes-
kusprojektion määritelmän mukaisesti.
Perspektiivikuvan keskeiset elementit ovat pääpiste, distanssi sekä pakopiste (ks. kuva
(16)). Pääpiste H on projektiokeskuksesta K kuvatasolle Π asetetun normaalin kantapis-
te. Distanssi, eli katseluetäisyys d, on janan KH pituus. Lisäksi pakopiste F löydetään
asettamalla projektiokeskuksen K kautta kyseisen suunnan mukainen suora ja määrittä-
mällä sen leikkauspiste kuvatason kanssa.
Muodostuvat kuvat tulisi sopia näkökartion pohjaympyrän sisään, jotta vääristymiä ei
synny. Näkökartion käsitteeseen tustumme seuraavassa kappaleessa ”Kuvan katsomisesta”.
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Kuva (16): Näkökartio
Katsomissuunta määrää millainen perspektiivi on kyseessä. Jos katsomme kohdetta
vaakasuoraan, kutsumme tätä normaaliperspektiiviksi. Toinen mahdollinen vaihtoehto on
vinoperspektiivi, jolloin katse ei suuntaudu suoraan kohteeseen. Vinoperspektiivi voi olla
joko sammakkoperspektiivi tai lintuperspektiivi, riippuen siitä katsommeko kohdetta yl-
häältä vai alhaalta päin.
ProjektiopisteenK korkeudella olevaa vaakasuoraa tasoa kutsumme horisontaalitasok-
si. Horisontaalitason ja kuvatason Π leikkauspistettä kutsumme horisontiksi. Perspektii-
vikuvaa piirrettäessä horisonttia käytetään usein apuna ja vaakasuuntaisten pääsuuntien
pakopisteet sijoitetaan horisonttiin. Perspektiivikuvat voidaan jakaa kolmeen perustyyp-
piin sen mukaan kuinka monella pääsuunnalla on oma pakopiste. Kuvattavaan kohteeseen
kytketään yleensä kolme pääsuuntaa, joista kaksi on vaakasuoria ja yksi pystysuora.
Jos katsomissuunta yhtyy johonkin pääsuunnista, joka on tälloin myös kuvatason nor-
maalien suunta, on tämän pääsuunnan pakopiste pääpiste H. Kaksi muuta pääsuuntaa
ovat tällöin kuvatason suuntaisia ja niillä ei ole pakopistettä. Näissä suunnissa yhdensuun-
taisuus säilyy. Katsomissuunta on yleensä vaakasuora. On kuitenkin perusteltua valita kat-
somissuunnaksi pystysuora kuten kuvassa (17). Tällöin puhutaan normaaliperspektiivistä.
Kutsumme tällaista kuvaa yhden pakopisteen perspektiivikuvaksi.
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Kuva (17): Yhden pakopisteen perspektiivikuva
Jos vain yksi pääsunnnista on kuvatason suuntainen, on kahdella muulla pääsuunnalla
pakopisteet F1 ja F2. Kuvan (18) kaltaista kuvaa sanotaan tällöin kahden pakopisteen
perspektiivikuvaksi.
Kuva (18): Kahden pakopisteen perspektiivikuva
Kolmas perustyyppi on kuva, jossa yksikään pääsuunnista ei ole kuvatason suuntainen
ja jokaisella kolmella pääsuunnalla on omat pakopisteensä F1, F2 ja F3. Tällöin pakopis-
teet F1, F2 sijaitsevat edelleen horisontilla. Pääpiste ei kuitenkaan voi olla horisontilla.
Pääsuuntien pakopisteet muodostavat nyt kolmion. Jos kohdetta katsotaan vinosti yl-
häältä alas, on pystysuoran pääsuunnan pakopiste horisontin alapuolella ja kyseessä on
lintuperspektiivikuva. Päinvastaisessa tilanteessa kyseessä on sammakkoperspektiivikuva.
30
Tarkastellaan yleisellä tasolla normaaliperspektiivikuvan piirtämistä. Piirtämisen pe-
rusperiaate on esitetty kuvassa (19).
Kuva (19)
Kohde sijoitetaan perustasolle ε. Kuvataso Π on pystysuora ja leikkaa perustasoa jäl-
kisuoraa s pitkin. Projektiokeskuksen K korkeus vastaa katselupisteen korkeutta. Kuvan
kokoon vaikuttaa se mitä lähempänä projektiokeskusta kuva on. Jos se on kauempana, on
kuva tällöin luonnollisesti suurempi. Kuvassa (19) esitetään pisteen P perspektiivikuvan
P c konstruointi. Projektiosäteen KP projektio perustasoon on suora K ′P ′ , joka leikkaa
suoran s jossakin pisteessä. Tämän pisteen kautta asetettu pystysuuntainen suora p on ku-
vatason ja tasonKPK ′P ′ leikkaussuora. Koska projektiosädeKP sijaitsee jälkimmäisessä
tasossa, se leikkaa kuvatason jossakin p:n pisteessä. Projektiosäteen KP projektio kuva-
tasoon on suora HP ′′ . Projektiosäteen ja kuvatason leikkauspisteen P c tulee sijaita sekä
suoralla p että suoralla HP ′′ eli näiden suorien leikkauspisteessä. Näin löydämme ja voim-
me konstruoida kohteen tärkeimmät pisteet. Lisäksi on määritettävä kohteen pääsuuntien
pakopisteet. Perspektiivikuvaa piirrettäessä koko konstruktio toteutetaan tasossa. Tällöin
kuvataso on ajateltava kaadettavaksi perustasoon pitäen suora s paikallaan.
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Kuva (20)
Yllä olevassa kuvassa (20) on esitetty rakennuksen normaaliperspektiivikuvan kon-
struointi. Kuvan sivuille on asetettu rakennuksen sivukuvat. Lisäksi on esitetty rakennuk-
sen pohja. Kuvaan on piirretty myös horisontti h, jonka etäisyys jälkisuorasta s on sa-
ma kuin katselupisteen korkeus perustasosta noudatten mittakaavaa. Projektiokeskuksen
projektio perustasoon on K ′ .
Ensin täytyy määrittää vaakasuuntaisten pääsuuntien pakopisteet Fx ja Fy. Piirre-
tään vaakasuuntien mukaiset projektiosäteet katsomalla missä ne leikkaavat alkuperäisen
jälkisuoran s. Pakopisteet tulee sijaita horisontilla, joten pakopisteet tuodaan suoralle h.
Konstruoimme kaikki tärkeät pisteet edellä kuvatulla menetelmällä. Rakennuksen muo-
don saa konstruoitua oikein jo muutaman pisteen avulla.
Voisimme käyttää konstruointiin myös mittapisteitä, mutta sivuutamme ne tässä tut-
kielmassa ja siirrymme tutkimaan katsomiseen liittyviä ongelmia.
2.8 Kuvan katsomisesta
Näkeminen ja kuvan katsominen ei ole pelkkää geometriaa. Verkkokalvo ei ole täysin
taso edes näkökentän keskialueelta. Ihmiset eivät myöskään näe kovinkaan laajaa aluetta
32
kerrallaan. Kun piirräämme perspektiivikuvia, tulisi otaa huomioon, että kuvaan ei yritä
sisällyttää liian laajaa aluetta. Oleellista on myös, että kuvattavaa kohdetta katsotaan
kohtisuoraan ja oikealta etäisyydeltä. Muuten on vaarana, että kuva vääristyy ja ei näytä
luonnolliselta.
Jotta välttyisimme ongelmilta ja vääristymiltä, käytämme havainnollistamisen apuna
näkokartiota (ks. kuva 21). Tavallisesti huippukulma pisteessä O on 60 ◦. Tämän kulman
suuruus ei ole aivan satunnainen, vaan se on valittu kokemuksen perusteella. Näkökartion
kärki sijaitsee projektiokeskuksessa O, joka on myös katselupiste. Kuvatasolle asetettu
normaali OH on pääsäde ja janan OH pituus on kuvan katseluetäisyys eli distanssi. Nä-
kökartio rajaa ympyrän muotoisen alueen, jonka sisään perspektiivikuvan tulisi mahtua.
Kuva (21): Näkökartio
Perspektiivikuva on luonnollisimmillaan, kun sitä katsellaan projektiokeskuksesta. Yh-
densuuntaisprojektiota voidaan pitää keskusprojektion erikoistapauksena, jossa projektio-
keskus on äärettömän kaukana. Mitä kauemmaksi siirrämme katselupisteen, sitä enemmän
projektiosäteet kääntyvät yhdensuuntaisiksi. Projektiosäteiden kääntyessä lopulta täy-
sin yhdensuuntaisiksi, on kyseessä yhdensuuntaisprojektio. Aksonometrinen kuva näyttää
kuitenkin aina jollakin tavalla vääristyneeltä, sillä emme pysty siirtämään projektiokes-
kusta äärettömän kauas.
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Luku 3
Hyperbolinen geometria ja M.C. Escher
Usein ensimmäinen henkilö, joka tulee mieleen, kun taide ja matematiikka mainitaan sa-
massa lauseessa on M.C. Escher. Tämän tutkielman alkuosa on käsitellyt pääosin euklidis-
ta geometriaa. Tässä luvussa annamme esimerkin epäeuklidisesta geometriasta ja lopuksi
tarkastelemme epäeuklidisen geometrian ja taiteen yhteyksiä M.C. Escherin töiden kaut-
ta. Annamme ensin esimerkin hyperbolisesta geometriasta Poincarén kiekkomallin avulla.
Lukijan on huomattava, että hyperbolisen geometrian malleja on olemassa muitakin.
3.1 Epäeuklidinen geometria
Geometrian juuret ovat kaukana historiassa, aina babylonialaisten ja egyptiläisten käy-
tännön havainnoissa. Kuten tämän tutkielman alussa todettiin, vasta antiikin kreikassa
geometria kehittyi itsenäiseksi deduktiiviseksi tieteenalaksi. Kreikkalainen matemaatik-
ko Eukleides Aleksandrialainen asetti teoksessaan Alkeet (lat. Elementa) geometrian pe-
rustaksi aksiomaattisen lähestymistavan. Hän loi euklidisen geometrian, jota käytämme
edelleen geometrian opetuksen pohjana. Eukleideen asettamat viisi aksioomaa on esitetty
tämän tutkielman sivulla 17. Joskus näitä aksioomia kutsutaan myös postulaateiksi.
Viides postulaatti on erityisen mielenkiintoinen ja kutsumme sitä myös paralleelipos-
tulaatiksi. Se tunnetaan nykyään yksinkertaisemmassa muodossa: ”Pisteen, joka ei ole an-
netulla suoralla, kautta voidaan piirtää ainoastaan yksi suora, joka on yhdensuuntainen
annetun suoran kanssa”.
Eukleideen ajoista lähtien matemaatikot yrittivät todistaa paralleelipostulaattia neljän
muun postulaatin avulla. Eukleideen mallin uskottiin olevan todellisen maailman mate-
maattinen malli, eikä sitä osattu epäillä. 1800-luvulla kolme matemaatikkoa keksi tutkia,
mitä tapahtuisi jos paralleelipostulaatti ei pitäisikään paikkaansa. Unkarilainen Janos Bo-
lyai (1802-1860) otti lähtökohdakseen hyperbolisen paralleeliaksiooman. Samoihin aikoi-
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hin, noin vuonna 1831, venäläinen matemaatikko Nikolai Lobatevski (1792-1856) päätyi
itsenäisesti samoihin tuloksiin. Myös Carl Friedrich Gauss (1777-1855) hyväksyi epäeukli-
disen geometrian olemassaolon. Lobatevskiä ja Bolyaita pidetään yleisesti epäeuklidisen
geometrian keksijöinä.
Epäeuklidinen geometria syntyi havainnosta, että euklidisen geometrian sisällä voidaan
tehdä tietynlaisia sääntömuutoksia niin, että pääosa aksioomista voidaan edelleen pitää
muuttumattomina. Hyperbolisella geometrialla tarkoitetaan geometriaa, jossa Eukleideen
paralleelipostulaatti on korvattu hyperbolisella paralleelipostulaatilla (HPP). Hyperboli-
nen geometria on siis esimerkki epäeuklidisesta geometriasta, joka jakaa yhteisen perustan
euklidisen geometrian kanssa. Se perustuu Eukleideen Elementassa asettamiin postulaat-
teihin P1-P4 sekä hyperboliseen paralleelipostulaattiin. Hyperbolisen geometrian löytymi-
nen osoitti lopulta sen tosiasian, että paralleelipostulaattia ei voi todistaa postulaateista
P1-P4.
Hyperbolinen paralleelipostulaatti muotoillaan usein seuraavasti. On olemassa suora
l ja sen ulkopuolinen piste P siten, että pisteen P kautta kulkee vähintään kaksi suoran l
kanssa yhdensuuntaista suoraa.
Hyperbolinen paralleelipostulaatti voidaan yleistää koskemaan kaikkia suoria ja pis-
teitä seuraavasti. Olkoot l suora ja P sen ulkopuolinen piste. Tällöin pisteen P kautta
kulkee vähintään kaksi suoran l kanssa yhdensuuntaista suoraa.
Yksinkertainen esimerkki epäuklidisesta geometriasta voidaan esittää tutkimalla pal-
lon pinnan geometriaa. Geometriset pisteet ovat nyt pallon pinnan pisteitä. Suorat ovat
isoympyröitä1 pallon pinnalla. Nämä ympyrät saadaa konstruoitua leikkaamalla pallopin-
taa pallon keskipisteen kautta kulkevalla tasolla. Nyt suorat leikkaavat toisensa kahdessa
pisteessä. Jos suoralle asetetaan ulkopuolinen piste, emme pysty asettamaan suoraa, jo-
ka leikkaisi alkuperäistä suoraa. Olemme siis esittäneet yksinkertaisen mallin elliptisestä
epäeuklidisesta geometriasta. Tarkastelemme seuraavaksi erästä hyperbolisen geometrian
mallia.
3.2 Poincarén kiekkomalli
Poincarén kiekkomalli on eräs monista hyperbolisen geometrian malleista. Se on tarpeek-
si yksinkertainen ja havainnollinen, jotta voimme helposti tarkastella millaisia ilmiöitä
hyperbolisessa geometriassa esiintyy. Mallilla tarkoitamme tässä tiettyjä valintoja, joi-
ta teemme sen suhteen millä tavalla esitämme geometrisia objekteja, pisteitä ja suoria,
tietyssä avaruudessa.
1Isoympyrä on sellainen ympyrä, jonka säde on sama kuin pallon säde.
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Poincarén kiekkomallissa koko avaruus on kuvattu n-ulotteisena kiekkona tai pallona.
Tarkastellaan kiekkomallia ja määritellään Poincarén kiekkomallin hyperbolinen avaruus
D seuraavasti
D = {(x, y)|x2 + y2 < 1}
origo-keskinen avoin yksikkökiekko, ja
S = {(x, y)|x2 + y2 = 1}
on sen reuna.
Tällaisessa avaruudessa esiintyy kahdenlaisia suoria. Näitä suoria kutsutaan hyper-
bolisiksi suoriksi. Määritellään suora d siten, että hyperbolisia suoria ovat kaikki origon
kautta kulkevat kiekon D halkaisijat sekä kiekossa D esiintyvät kaaret, jotka ovat kohti-
suorassa ympyrää {(x, y)|x2 + y2 = 1} vastaan. Huomattavaa on, että kaaret eivät kulje
origon kautta.
Tällaiset suorat toteuttavat postulaatit P(1)-P(4) ja (HPP). Kahden suoran l1 ja l2
välisen kulman suuruus lasketaan samalla tavalla kuin euklidisessa geometriassa. Kahden
kaaren välinen kulma mitataan niiden leikkauspisteessä määritettyjen tangenttien välisenä
kulmana.
Kuva (22): Poincarén mallin suoria
Kuvassa (22) on esitetty erilaisia Poincarén kiekkomallin suoria. Suorat l2 ja l3 ovat
yhdensuuntaisia ja ne leikkaavat toisensa. Suorat l2 ja l3 ovat myös suoran l1 kanssa yhden-
suuntaisia. Voidaan helposti havaita, että eukleideen paralleelipostulaatti ei ole voimassa,
sillä voimme piirtää suoran l ulkopuolella olevan pisteen kautta useita suoran l kanssa
yhdensuuntaisia suoria.
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Kuva (23)
Kuvassa (23) on esitetty poincarén maailman kolmio, joka muodostuu kolmesta hyper-
bolisesta suorasta. Poincarén kiekkomallissa kolmion kulmien summa on vähemmän kuin
180-astetta. Tämä johtuu siitä, että kaaren ja suoran välinen kulma on aina pienempi
kuin 45-astetta. Tämän voimme helposti havaita myös yllä olevasta kuvasta.
Eukleideen geometriassa yhdensuuntaiset suorat ovat kaikkialla yhtä kaukana toisis-
taan. Tämä ei päde Poincarén kiekkomallissa, kuten voimme havaita kuvasta (24). Suora
m loittonee suorasta l pisteen O molemmin puolin.
Kuva (24)
Tutkitaan seuraavaksi etäisyyksiä Poincarén kiekkomallissa.
Määritelmä 3.1. Olkoon P ja Q ympyrän δ kehän pisteitä. Pisteet P ja Q määrittävät
suoran PQ. Olkoot A ja B sellaiset pisteet suoralla PQ, että ne ovat pisteiden P ja Q
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välissä ja pisteiden järjestys on asetettu seuraavasti: Q,A,B, P . Pisteiden A ja B välinen
hyperbolinen etäisyys on
d(A,B) = |logAP ·BQ
BP · AQ |.
Esimerkki 3.2. Olkoon δ ympyrä x2 + y2 = 1. Ympyrän δ keskipiste on (0,0) ja säde
r = 1. Olkoon piste A = (0,0) ja piste B = (1
2
,0). Lasketaan etäisyys d(A,B). Etsitään
ensin sellaiset ympyrän δ pisteet P ja Q, että pisteet A ja B ovat suoralla PQ eli pisteet
Q = (−1,0) ja P = (1,0). Pisteiden A ja B hyperbolinen etäisyys on nyt
d(A,B) = |log1 ·
3
2
1
2
· 1 = |log3| ≈ 0, 48.
Olemme edellä esittäneet erään hyperbolisen geometrian mallin. Lukija voi halutessaan
tutustua laajemmin hyperboliseen geometriaan erinomaisesta lähdekirjasta [1].
3.3 Hyperbolinen taide
Euklidista, elliptistä ja hyperbolista geometriaa kutsutaan joskus niin sanotuiksi klassisik-
si geometrioiksi. Euklidinen geometria on meille hyvin tuttua ja intuitiivista. Meidän on
helppo siirtää kolmiulotteisen avaruuden objekteja sopivilla projektioilla kaksiulotteiselle
pinnalle. Toisin on hyperbolisen geometrian suhteen. David Hilbert todisti ja sata vuotta
sitten, ettei ole olemassa tapaa kuvata hyperbolista tasoa euklidisessa kolmiulotteisessa
avaruudessa [10]. Euklidisen geometrian ollessa läheinen meidän luontaiselle ajattelulle,
oli tämä luultavasti syy miksi hyperbolinen geometria keksittiin vasta 1800-luvun lopulla.
Lähes sata vuotta hyperbolisen geometrian löytymisestä, vastaanotti hollantilainen
taidegraafikoko M.C. Escher kopion artikkelista, jonka oli alunperin kirjoittanut kana-
dalainen matemaatikko H.S.M. Coxeter (1907-2003). Artikkelissa oli kuvio, joka koostui
hyperbolisista kolmiosta (ks. kuva (26)). Escher sai omien sanojensa mukaan jopa pie-
nen shokin tästä kuvasta. Tämä toimi alkusysäyksenä teoksille, jotka tunnemme nykyään
nimellä Circle limit.
Poincarén kiekkomallissa hyperbolisia pisteitä vastaa euklidiset pisteet, jotka on ra-
jattu ympyrän sisään. Hyperboliset suorat ovat kaaria, jotka muodostavat suoran kulman
ympyrää vastaan. Esimerkiksi Kuvassa (26) kolmioiden kyljet ovat hyperbolisia suoria.
Mallin voidaan sanoa olen konforminen. Tällä tarkoitetaan ominaisuutta, jossa kuviot
pysyvät saman muotoisina pienentyessään kohti rajaavan ympyrän reunaa. Käytännössä
tämä johtuu siitä, että kulmien mitat hyperbolisessa geometriassa ovat identtisiä euklidi-
seen geometriaan verrattuna. Tämä seikka vetosi Escherin omien sanojensa mukaan hä-
neen ehkä eniten. Toinen ominaisuus mitä Escher piti erinomaisena oli mahdollisuus esit-
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tää kuviot kokonaisuudessaan rajoitetussa alueessa. Toisin kuin tavallisessa euklidisessa
tasossa, missä peittokuviot voivat jatkua äärettömästi eri suuntiin.
Kuva (25): M.C. Escherin Circle Limit I
Tarkastelemalla kuvaa (25) huomaamme, että kuviot pienenevät tullessaan lähemmäs
ympyrän kehää. Kuviot ovat kuitenkin hyperbolisessa mielessä kaikki samankokoisia. Tä-
mä johtuu siitä, että hyperbolinen etäisyys vastaa pienenevää euklidista etäisyyttä kul-
jettaessa keskipisteestä kohti kiekon reunaa.
Kuva (26)
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3.3.1 M.C Escher
Hollantilainen Maurits Cornelis Escher syntyi 17. kesäkuuta 1898 kaupungissa nimeltä
Leeuwarden. Escher oli koko ikänsä kiinnostunut taidegrafiikasta. Hän opiskeli myös kol-
me vuotta arkkitehtuuria ja taiteellista aritmetiikkaa. Arkkitehtuurista Escher siirtyi jo
opiskeluaikanaan päättäväisesti kohti graafista taidetta. Tähän saattoi vaikuttaa varhai-
nen piirrustuksen opiskelu jo yläkouluikäisenä.
M.C Escher halusi selittää ajatuksensa kuvin, koska niiden selittäminen sanallisesti
olisi pitkäveteisen tylsää. Hän yhdisti teoksiinsa eri perspektiivejä, jotka loivat hänen
töilleen tyypillisen illuusion. Escher totesi, ettei hän ole matematiikan opettaja, vaan
haluaa herätellä ihmisten ajatuksia teoksillaan:
”Kuutio on itsessään ihmeellinen ja sen kauneus ihmetyttää. Saatan tasapainottaa
töissäni tätä säännöllisyyttä tekemällä siitä kaaoksen keskipisteen.”
M.C. Escherin matemaattinen puoli on hänen töiden ihailijoilleen ilmiselvää, mutta
harvat ovat kuitenkaan tietoisia siitä matemaattisesta syvyydestä mitä hänen töihinsä si-
sältyy. Escher oli tekemisissä usean aikalaismatemaatikon kanssa ja hän myös tutki lukui-
sia matemaattisia julkaisuja. Yhdistävänä tekijänä voidaan pitää geometriaa. Escher itse
kielsi vankkumattomasti ymmärtävänsä matematiikkaa. Hänen poikansa George Escher
on kirjoittanut seuraavasti kirjassaan M.C. Escher at work :
“ Isällä oli vaikeuksia ymmärtää, että hänen mielensä toimi kuten matemaa-tikon mieli. Hän nautti suuresti siitä, että matemaatikot olivat kiinnostunei-ta hänen töistään. He pystyivät kommunikoimaan samalla kielellä. Kuiten-
kin matematiikan kielen monimutkaisuus piilotti häneltä sen tosiasian, että
matemaatikot tuskailivat samojen käsitteiden ja ongelmien kanssa kuin hän.
Matemaatikot ja M.C. Escher lähestyivät kuitenkin joitain töitään samalla
tavoin. He valitsevat intuition ja kokemuksen ohjaamina tiettyjä sääntöjä,
jotka määrittelevät mahdollisia tapahtumia abstraktissa maailmassa. Sitten
he tutkivat mitä näiden sääntöjen soveltamisesta seuraa. Jos säännöt olivat
alunperin hyvin valittuja, johtavat ne jännittäviin löytöihin ja lopulta teorioi-
den kehittymiseen. ”Matemaatikko H.S.M. Coxeter näki Escherin töitä ensimmäisen kerran vieraillessaan
ICM -konferenssissa (International Congress of Mathematicians) vuonna 1951. Escherille
oli järjestetty näyttely konfrenssiin ja seinille oli ripustettu Escherin printtejä ja piirroksia
symmetriasta. Escher oli kirjoittanut näyttelykatalogiin: ”Matemaatikot eivät ole ehkä
kiinnostuneita vain geometrisista aihesta; vaan ehkä siitä leikillisyydestä, joka on myös
matematiikassa yleistä ja joka on monille matemaatikoille alansa viehättävin elementti.
Coxeter kirjoitti Escherille kirjeen palattuaan konferenssista Kanadaan. Hän halusi
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ilmaista arvostuksensa Escherin töitä kohtaan. Kolme vuotta myöhemmin Coxeter kir-
joitti jälleen Escherille ja pyysi lupaa käyttää kahta Escherin symmetria piirrosta artik-
kelia varten. Artikkelin aiheena oli symmetrian lisäksi Poincarén keikkomalli. Escher sai
lopulta kopion artikkelista itselleen. Nähtyään kuvan (26), Escher oli löytänyt sen mitä
oli pitkään etsinyt; tavan esittää äärettömyys äärellisessä alueessa. Escher alkoi työsken-
telemään kuvan(26) kanssa harpin ja kynän avulla. Hän ympyröi tärkeitä kohtia ja sai
kerättyä kuvasta tarpeeksi geometrista tietoa, jotta pystyi konstruoimaan ensimmäisen
vedoksen nimeltä Circle Limit I. Hän ei tyytynyt tähän, vaan paloi halusta tietää lisää.
Hän lähetti Coxeterille hahmotelman, jossa hän esitteli mitä oli saanut selville (ks. kuva
(27)). Hän halusi tietää, miten konstruoida loput ympyrät, joiden keskipisteet lähestyvät
reunaa.
Kuva (27): Escherin Coxeterille lähettämä hahmotelma, jossa näkyy Coxeterin punaisia
merkintöjä
Coxeter lähetti vastauksensa, johon hän oli liittänyt Escherin lähettämän hahmotel-
man omilla merkinnöillään lisättynä. Escher oli pettynyt Coxeterin liian matemaattiseen
vastaukseen. Tämä ei kuitenkaan lannistanut Escheriä. Hän päätti ottaa asioista selvää
omin päin. Vuosina 1959-1960 hän vedosti kolme uutta kehäraja työtä. Kun Coxeter nä-
ki Escherin Circle Limit III teoksen, hän oli pakotettu kirjoittamaan Escherille kirje.
Kolmen sivun kirjeessään hän selosti teoksen matemaattista taustaa. Harmikseen Escher
totesi myöhemmin: ”Kolme sivua selostusta siitä mitä olin tehnyt. On todella harmi etten
ymmärtänyt siitä yhtään mitään”.
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Escherin ja Coxeterin kirjeenvaihto jatkui vuosia. Yhteistyö syveni, kun vuonna 1960
Escher luennoi Coxeterin kutsumana Toronton yliopistossa. Artikkeleissaan Coxeter ana-
lysoi Escherin luomuksia ja totesi Escherin kuvanneen teoksissaan ominaisuuksia, joita
hän oli vasta luonnostellut.
Escherin matemaattiset taidot on nykyään kyseenalaistettu. Luultavasti hän ei tarkal-
leen tiennyt mitä oli matemaattisesti tekemässä. Escherin töitä käytetään kuitenkin laa-
jalti erilaisten matemaattisten ilmiöiden havainnollistamiseen. Caroline MacGillvry Ams-
terdamin yliopistosta oli ensimmäinen tutkija, joka ymmärsi Escherin töiden mahdollisuu-
det. Hän sai idean käyttää Escherin symmetria piirroksia geologian opiskelijoiden luento-
materiaaleissa. Nykyään Escherin töillä voidaan havainnollistaa mm. Möbiuksen nauhoja,
spiraaleja tai esimerkiksi fraktaaleja. Lisäksi Escherin työt tarjoat kiehtovia visualisointeja
sellaisista abstrakteista matemaattisista käsitteistä kuten äärettömyys.
Myös Escher piti itseään matemaattisesti lahjattomana. Hän tunsi kuitenkin samaistu-
mista matemaatikoihin useimmin kuin taiteilija kollegoihinsa. Hän ei kuitenkaan osannut
aavistaa millainen vaikutus hänen töillään olisi tuleva koko tiedeyhteisölle.
3.4 Lopuksi
Olen tässä tutkielmassa halunnut tarkastella matematiikan ja taiteen yhteyksiä. Mitä sy-
vemmälle aiheeseen tutustuu, sitä enemmän yhteyksiä on löydettävissä. Lopulta taiteen ja
matematiikan kohtaamiset kiteytyvät parhaiten niissä taitelijoissa, jotka kiinnostuessaan
palavasti molemmista aiheista, onnistuvat tekemään huikeita tieteellisiä rajanylityksiä,
joista on ammennettavaa molemmilla puolilla.
Tätä tutkielmaa tehdessä koen aloittaneeni matkan, joka jatkuu näiden sivujen jäl-
keenkin. Toivon, että lukijalle on jäänyt samanlainen tunne. Tunne jostain suuremmasta
kokonaisuudesta, mistä on otettava lisää selvää. Sellainen tunne, että aihetta on tutkittava
samanlaisella palolla kuin M.C. Escher itse teki aikoinaan.
On totta, että näiden sivujen rajoissa ei ole mahdollista esittää minkäänlaista koko-
naiskuvaa taiteen ja matematiikan moninaisista kohtaamisista. Toisaalta joskus on vaikea
edes erottaa kummasta puhutaan. Lopulta toivon kuitenkin, että lukija on ennen kaikkea
inspiroitunut tästä tutkielmasta. Tämän tutkielman lopussa olevasta kirjallisuusluettelos-
ta on hyvä jatkaa matkaa taiteen ja matematiikan maailmaan.
42
Kirjallisuutta
[1] Anderson, J. (2005). Hyperbolic Geometry. London: Springer
[2] Boyer, C. (1995). Matematiikan historia, Osa 1. Helsinki: WSOY.
[3] Boyer, C. (1995). Matematiikan historia, Osa 2. Helsinki: WSOY.
[4] Brigham, J. (1994). M.C. Escher, the graphic work. Barnes & Noble.
[5] Bärtschi, W. (1971). Linear Perspective. Van Nostrand Reinhold
[6] Cajori, F. (2000). History of Mathematics. AMS printing.
[7] Emch, A. (1918). Proof of Pohlke’s Theorem and Its Generalizations by Affinity.
American Journal of Mathematics, volume 40.
[8] Fleming, J. (2005). A World History of Art. London: Laurence King Publishing.
[9] Harjulehto, P. (2008). Paralleelipostulaatti. Solmu 2008:3. 10-13.
[10] Hilberd, D. (1901). Uber Fläschen von konstanter gausscher Krümmung. Transactions
of the American Mathematical Society.
[11] Kivelä, S. (2008). Perspektiivikuvan geometriset perusteet. Tampere: AMK-
kustannus.
[12] Kivelä, S. (2001). Geometriakulma. Solmu 2000:3 & 2001:1.
[13] Locher, J. (1971). The world of M.C. Escher. New York: Harry N. Abrams
[14] Rosenborg, E. (1991). Geometria. Helsinki: Limes.
[15] Russell, B. (1919). The Study of Mathematics, Mysticism and Logic: And Other Es-
says.
43
[16] Schnattschneider, D. (2010). The Mathematical Side of M. C. Escher. Notices of the
AMS 57:6.
[17] Väisälä, K. (1961). Geometria. Helsinki: WSOY
Kuvalähteet
Kuva 1: Fleming, J. (2005). A World History of Art. London: Laurence King Publishing.
Kuva 2: http : //www.pompeiiinpictures.org/V F/V illa_016_p7_files/image008.jpg
Kuva 3: https : //carolynclarksblog.files.wordpress.com/2013/12/research.png
Kuva 4: http : //newmediaabington.pbworks.com/w/page/29321792/ART314−Projection
Kuva 5: http : //newmediaabington.pbworks.com/w/page/29321792/ART314−Projection
Kuva 25: Locher, J. (1971). The world of M.C. Escher. New York: Harry N. Abrams
Kuva 26: Brigham, J. (1994). M.C. Escher, the graphic work. Barnes & Noble.
Kuva 27: Schnattschneider, D. (2010). The Mathematical Side of M. C. Escher. Notices
of the AMS, volume 57, number 6.
44
